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本稿について
本稿では，幾何学の重要な研究対象である多様体を定義し，多様体論の序論としての一つの重
要な結果である Stokesの定理を目標に進める．多様体は参考書ごとに流儀や議論の順序が異な
り、初学者にとって混乱の要因となる．本稿はそうした参考書間での差異を極力カバーするこ
とを目指す．一方，多様体論では定義や命題が非常に多く，筆者の能力不足ではあるものの，す
べてに証明を付けていては到底先が見えないため，潔く証明をすべて省略し，定義や命題，例
などを多く挙げるように努める．証明は各自考えたり，参考書を見たりするなどして確認して
ほしい．前提として，集合・写像の基礎知識，位相空間論，多変数関数の微分，線形代数学，常
微分方程式の初歩の知識があるとよい．本稿により生じた不利益は一切の責任を負わない．

本稿の注意点

• 集合は断らない限り空でないとする．

• 自然数全体の集合をN := {1, 2, . . .}，N0 := N ∪ {0}とする.

• Z,Q,R,Cをそれぞれ整数，有理数，実数，複素数全体の集合とする.

• G = Z,Q,R, x ∈ Gについて，G>x := {y ∈ G | y > x}とする．G<x, G≤x, G≥xも同様．

• A ⊂ BはA = Bの場合を含む．

• n ∈ Nについて，Rnは断らない限りEuclid空間，すなわち標準的な距離が定義されてい
るとする．

• 位相空間の同相 (位相同型)を≈，ベクトル空間の同型 (線形同型)を∼=で表す．
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1 多様体の定義
我々は地に足を着けて生活しているため，Euclid的な地図を用いて物の位置を指定すること
ができる．しかし，地球は丸いことを思い出すと，我々が体感している直線とは何か，今見え
ているのは本当にEuclid空間なのかということさえ疑問に感じるだろう．しかし，現に不自由
なく生活できているためEuclid空間と考えて問題はない．多様体は「局所的に見ればEuclid空
間である」ものである．多様体に足を着けて住む人間は，自分たちが住んでいる空間はEuclid

空間であると錯覚せざるを得ないのである．

1.1 多様体の定義
目標. 解析学ではRn上で微分積分を行えた．局所的にRn(の開集合)と見なせる空間を多様体
を定義することで，様々な空間で微分積分を行えるようになるとともに，その空間の解析も行
えるようになる．

定義 1.1.1 (座標近傍). M を位相空間，U をM の開集合，V を Rnの開集合，φ : U → V を
同相写像とする*1．このとき，対 (U,φ)をMの n次元座標近傍 (coordinate neighborhood)，ま
たは n次元チャート (chart)という*2．チャート (U,φ)に対し，φを U 上の局所座標系 (local

coordinate system)という．p ∈ U に対し，

φ(p) = (x1(p), . . . , xn(p)) ∈ V

を pの (U,φ)に関する局所座標 (local coordinate)という．i = 1, . . . , nに対し，局所座標にお
ける連続写像

xi : U → R, p 7→ xi(p)

を U 上の座標関数 (coordinate function)という．

注意 1.1.2. p ∈ M の局所座標 φ(p)は Rn の元であるから，実数 x1, . . . , xn ∈ Rを用いて
φ(p) = (x1, . . . , xn)と表されるのが自然である．座標関数と実数を自然に同一視し，局所座標
系を φ = (x1, . . . , xn)，チャートを (U ; x1, . . . , xn)と表すことがある．x1, . . . , xnは実数であっ
たり，実関数であったりするので文脈に合わせて注意して読む必要がある．

定義 1.1.3 (局所Euclid空間). Mを位相空間とする．任意の p ∈Mに対し，pの開近傍U ⊂M

とMの n次元チャート (U,φ)が存在するとき，Mは n次元局所Euclid空間 (locally Euclidian

space)であるという．

命題 1.1.4. M を位相空間とする．このとき，次は同値:

(1) M は n次元局所 Euclid空間である．

(2) あるM の n次元チャート族 {(Uλ, φλ)}λ∈Λが存在して，{Uλ}λ∈ΛはM の開被覆である．
すなわち，

M =
⋃
λ∈Λ

Uλ.

*1φは全射であるから，V = φ(U)としてよい．
*2以降に登場する用語において，n次元はしばしば省略される．
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定義 1.1.5 (座標近傍系). 命題1.1.4 (2)を満たす{(Uλ, φλ)}λ∈ΛをMのn次元座標近傍系 (system

of coordinate neighborhoods)，または n次元アトラス (atlas)という．

定義 1.1.6 (座標変換). Mを位相空間，(U,φ), (V, ψ)をMのn次元チャートとする．U ∩V 6= ∅
としたとき，写像

ψ|U∩V ◦ φ|U∩V
−1 : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V )

を (U,φ)から (V, ψ)への座標変換 (coordinate transformation)という．r ∈ N0 ∪ {∞}につい
て，座標変換がCr級であるとき，Cr級座標変換という．局所座標系が φ := (x1, . . . , xn),ψ :=

(y1, . . . , yn)であるとき， 
y1 = y1(x1, . . . , xn)

...

yn = yn(x1, . . . , xn)

を ψ|U∩V ◦ φ|U∩V
−1の座標表示 (coordinate display)という．

注意 1.1.7. (1) φ(U ∩ V ), ψ(U ∩ V ) ⊂ Rnであるから，Cr級が定義できる．
(2) 以降，座標変換 ψ|U∩V ◦ φ|U∩V

−1を省略して ψ ◦ φ−1と表す．

定義 1.1.8 (Cr級可微分多様体). M を位相空間，r ∈ N0 ∪ {∞}とする．M の n次元アトラ
ス S := {(Uλ, φλ)}λ∈Λが次を満たすとき，対 (M,S)を n次元Cr級可微分多様体 (differentiable

manifold of class Cr)という:

(1) M はHausdorff空間である．

(2) {Uλ}λ∈ΛはM の開被覆である．

(3) Uλ ∩ Uµ 6= ∅を満たす*3λ, µ ∈ Λに対し，

φµ ◦ φλ
−1 : φλ(Uλ ∩ Uµ) → φµ(Uλ ∩ Uµ)

はCr級座標変換である.

Cr級可微分多様体を単にCr級多様体，または多様体という．Cr級多様体 (M,S)に対し，SをCr

級座標近傍系またはCr級アトラスという．また，Cr級多様体の次元 (dimension)をdimM := n

と定める．アトラスが明らかなとき，Cr級多様体 (M,S)を単にM と表す．次元を明示すると
きはMnと表す．

定義 1.1.9. (1) C0級多様体を位相多様体 (topological manifold)という．

(2) C∞級多様体を可微分多様体 (differentiable manifold)，または滑らかな多様体
(smooth manifold)という．

注意 1.1.10. (1) 定義 1.1.8の条件 (2)は，命題 1.1.4よりM が局所Euclid空間であることに
置き換えることができる．

(2) M が局所 Euclid空間かつHausdorff空間のとき，座標変換は必ず連続であるから，位相
多様体になる．すなわち，位相多様体の定義には定義 1.1.8の条件 (3)は不要である．

*3Uλ ∩ Uµ = ∅のとき，空写像となり (3)は自明に成り立つ．
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(3) 座標変換 φµ ◦ φλ
−1は φλ ◦ φµ

−1を逆写像に持つから，Cr級微分同相写像である.

(4) 以降，Cr級多様体 (M,S)上の点の近傍は, Sから取るものとする．

(5) 多様体の定義に「第 2可算公理を満たす」という条件を加えることもある．第 2可算公理
を課すのは，考える対象を扱いやすいもののみに制限するためである．この場合，定義
1.1.8の多様体は広義の多様体と呼ばれることもある．本稿では，第 2可算公理は必要な
ときに課せば十分であると考え，第 2可算公理を課さない．詳しくは 1.3節で述べる．

(6) 境界を持つ多様体や角のある多様体はここでは扱わず，7章以降で扱う．

定義 1.1.11 (複素多様体). M を位相空間，U をM の開集合，V をCnの開集合，φ : U → V

を同相写像とする．このとき，対 (U,φ)をM の n次元正則座標近傍 (holomorphic coordinate

neighborhood)という．正則座標近傍 (U,φ)に対し，φをU上のn次元複素局所座標系 (complex

local coordinate system)という．p ∈ U に対し，

φ(p) = (z1(p), . . . , zn(p)) ∈ V

を pの (U,φ)に関する n次元複素局所座標 (complex local coordinate)という．i = 1, . . . , nに
対し，連続写像

zi : U → C, p 7→ zi(p)

を U 上の複素座標関数 (complex coordinate function)という．あるM の正則座標近傍 S :=

{(Uλ, φλ)}λ∈Λが存在して次を満たすとき，対 (M,S)を n次元複素多様体 (complex manifold)

という:

(1) M はHausdorff空間である．

(2) {Uλ}λ∈ΛはM の開被覆である．

(3) Uλ ∩ Uµ 6= ∅を満たす λ, µ ∈ Λに対し，座標変換

φµ ◦ φλ
−1 : φλ(Uλ ∩ Uµ) → φµ(Uλ ∩ Uµ)

は正則写像である.

複素多様体 (M,S)に対し，SをMのn次元正則座標近傍系 (system of holomorphic coordinate

neighborhoods)という．複素多様体の複素次元 (complex dimension)を dimCM := nと定める．

注意 1.1.12. 複素多様体と区別して，定義 1.1.8の多様体を実多様体ということもある．

1.2 多様体の例
目標. 多様体の例を挙げる．基本的なものは覚えておくとよい．

5



1.2.1 Rn，Cn，グラフ，0次元多様体
例 1.2.1. RnをEuclid空間，idRn : Rn → Rnを恒等写像とする．このとき，(Rn, {(Rn, idRn)})
は n次元C∞級多様体である．(Rn, idRn)を標準的なチャート (standard chart)という．
例 1.2.2. Cnを複素 Euclid空間，idCn : Cn → Cnを恒等写像とする．このとき，
(Cn, {(Cn, idCn)})は n次元複素C∞級多様体である．
例 1.2.3. Rを Euclid空間，φ : R → Rを φ(x) := x3とする．このとき，(R, {(R, φ)})は 1次
元C∞級多様体である．
例 1.2.4. RnをEuclid空間，{Uλ}λ∈Λ ⊂ 2R

nをRnの開被覆，φλ : Uλ → Rnを包含写像とする．
このとき，(Rn, {(Uλ, φλ)}λ∈Λ)は n次元C∞級多様体である．
例 1.2.5 (グラフ). U を Rnの開集合，f : U → Rを連続関数とする．Γ(f) ⊂ Rn+1，proj :

Γ(f) → U を次で定める:

Γ(f) := {(x, y) ∈ U × R | y = f(x)},

proj(x, y) := x.

このとき，(Γ(f), {(Γ(f), proj)})は n次元 C∞級多様体である．Γ(f)を f のグラフ (graph)と
いう．
例 1.2.6. M を高々可算な離散集合とする．任意の p ∈M に対し，{p}はM の開集合で，{p}
上の局所座標系

ıp : {p} → R0 = {0}, ıp(p) := 0

が定まる．このとき，(M, {({p}, ıp)}p∈M)は 0次元多様体である．0次元多様体は任意の r ∈
N0 ∪ {∞}に対し，Cr級多様体であるとみなす．

1.2.2 n次元球面
定義 1.2.7 (n次元球面). Rn+1の部分集合

Sn := {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | x 2
1 + · · ·+ x 2

n+1 = 1} = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1}

を n次元球面 (sphere)という．同様に，Cn+1の部分集合

Qn := {(z1, . . . , zn+1) ∈ Cn+1 | z 2
1 + · · ·+ z 2

n+1 = 1}

を n次元複素球面 (complex sphere)という．
注意 1.2.8. 複素数体CnはR上の 2n次元ベクトル空間であるから，CnをR2nと同一視する．
このとき，j = 1, . . . , n+ 1に対し，

zj = xj +
√
−1yj ∈ C (xj, yj ∈ R)

とすると，|zj|2 = x2j + y2j より

R2n+2 ⊃ S2n+1 = {(x1, y1, . . . , xn+1, yn+1) ∈ R2n+2 | x 2
1 + y 2

1 + · · ·+ x 2
n+1 + y 2

n+1 = 1}
= {(z1, . . . , zn+1) ∈ Cn+1 | |z1|2 + · · ·+ |zn+1|2 = 1} ⊂ Cn+1

となる．したがって，(2n+ 1)次元球面 S2n+1はCn+1の部分集合であるとみなせる．
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命題 1.2.9. Sn を n次元球面とする．各 i = 1, . . . , n + 1に対し，開集合 U±
i ⊂ Sn，写像

φ±
i : U±

i → Rnを次で定める:

U±
i := {(x1, . . . , xn+1) ∈ Sn | ±xi > 0},

φ±
i (x1, . . . , xn+1) := (x1, . . . , xi−1, xi+1 . . . , xn+1)

(複合同順)．このとき，(Sn, {(U±
i , φ

±
i )}n+1

i=1 )は n次元C∞級多様体である．

命題 1.2.10. Snをn次元球面とする．開集合UN , US ⊂ Sn，写像φN : UN → Rn, φS : US → Rn

を次で定める:

UN := Sn \ {(0, . . . , 0, 1)}, US := Sn \ {(0, . . . , 0,−1)},

φN(x1, . . . , xn+1) :=

(
x1

1− xn+1

, . . . ,
xn

1− xn+1

)
,

φS(x1, . . . , xn+1) :=

(
x1

1 + xn+1

, . . . ,
xn

1 + xn+1

)
.

このとき，(Sn, {(UN , φN), (US, φS)})は n次元C∞級多様体である．φN , φSをそれぞれ
(0, . . . , 0, 1), (0, . . . , 0,−1)からの立体射影 (stereoscopic projection)という．

命題 1.2.11. Qnを n次元複素球面とする．開集合 UN , US ⊂ Qn，写像 φN : UN → Cn, φS :

US → Cnを次で定める:

UN := Qn \ {(0, . . . , 0, 1)}, US := Qn \ {(0, . . . , 0,−1)},

φN(z1, . . . , zn+1) :=

(
z1

1− zn+1

, . . . ,
zn

1− zn+1

)
,

φS(z1, . . . , zn+1) :=

(
z1

1 + zn+1

, . . . ,
zn

1 + zn+1

)
.

このとき，(Qn, {(UN , φN), (US, φS)})は n次元C∞級複素多様体である．

1.2.3 n次元射影空間
定義 1.2.12 (n次元射影空間). Rn+1 \ {0}上の同値関係∼を次で定める: x,y ∈ Rn+1 \ {0}に
対し，

x ∼ y
def.⇐⇒あるλ ∈ R \ {0}が存在して y = λx.

∼による商空間RP n := (Rn+1 \ {0})/∼を n次元実射影空間 (real projective space)という．こ
のとき，自然な射影を π : Rn+1 \{0} → RP nとし，(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 \{0}を代表元とする
同値類をπ(x1, . . . , xn+1) := [x1 : · · · : xn+1] ∈ RP nと表し，同次座標 (homogeneous coordinate)

という．同様に，Cn+1 \ {0}上の同値関係∼を次で定める: z,w ∈ Cn+1 \ {0}に対し，

z ∼ w
def.⇐⇒あるλ ∈ C \ {0}が存在して w = λz.

∼による商空間 CP n := (Cn+1 \ {0})/∼を n次元複素射影空間 (complex projective space)と
いう．このとき，自然な射影を π : Cn+1 \ {0} → CP nとし，(z1, . . . , zn+1) ∈ Cn+1 \ {0}を代
表元とする同値類を π(z1, . . . , zn+1) := [z1 : · · · : zn+1] ∈ CP nと表し，複素同次座標 (complex

homogeneous coordinate)という．
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命題 1.2.13. RP nを n次元実射影空間とする．各 i = 1, . . . , n + 1に対し，Ui ⊂ RP n，写像
φi : Ui → Rnを次で定める:

Ui := {[x1 : · · · : xn+1] ∈ RP n | xi 6= 0},

φi([x1 : · · · : xn+1]) :=

(
x1
xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
. . . ,

xn+1

xi

)
.

このとき，(RP n, {(Ui, φi)}n+1
i=1 )は n次元C∞級多様体である．

射影空間の定義の仕方はいくつかあるが，命題 1.2.15によって Sn/∼とRP nは同一視できる．
命題 1.2.14 (商空間の普遍性). X,Y を位相空間，∼をX 上の同値関係，∼による商空間を
X/∼，自然な射影を π : X → X/∼とする．連続写像 g : X → Y が任意の x, x′ ∈ X に対して
x ∼ x′ ⇒ g(x) = g(x′)を満たすならば，連続写像 f : X/∼ → Y であって g = f ◦ πを満たすも
のが一意に存在する．このとき，gは f を誘導 (induce)するという．

X
g

!!
π

��
X/∼

f
// Y

命題 1.2.15. Snを n次元球面とする．Sn上の同値関係∼を次で定める: x,y ∈ Snに対し，
x ∼ y

def.⇐⇒ y = ±x.

∼による商空間を Sn/∼，自然な射影を π′ : Sn → Sn/∼とする*4．i : Sn → Rn+1 \ {0}を包
含写像とするとき、π ◦ i : Sn → RP nは同相写像 ĩ : Sn/∼ → RP nを誘導する．すなわち，
Sn/∼ ≈ RP n.

Sn i //

π′

�� π◦i
&&

Rn+1 \ {0}
π

��
Sn/∼

ĩ

// RP n

x ∈ Snに対し，−x ∈ Snを対蹠点 (antipodal point)という．
命題 1.2.16. CP nを n次元複素射影空間とする．各 i = 1, . . . , n+ 1に対し，Ui ⊂ CP n，写像
φi : Ui → Cnを次で定める:

Ui := {[z1 : · · · : zn+1] ∈ CP n | zi 6= 0},

φi([z1 : · · · : zn+1]) :=

(
z1
zi
, . . . ,

zi−1

zi
,
zi+1

zi
. . . ,

zn+1

zi

)
.

このとき，(CP n, {(Ui, φi)}n+1
i=1 )は n次元C∞級複素多様体である．

命題 1.2.17. 注意 1.2.8より，S2n+1 を Cn+1 の部分集合とみなす．Sn 上の同値関係 ∼を命
題 1.2.15と同様に定める．∼による商空間を S2n+1/∼，自然な射影を π′ : S2n+1 → S2n+1/∼
とする．i : S2n+1 → Cn+1 \ {0}を包含写像とするとき、π ◦ i : S2n+1 → CP n は同相写像
ĩ : S2n+1/∼ → CP nを誘導する．すなわち，S2n+1/∼ ≈ CP n.

S2n+1 i //

π′

�� π◦i
&&

Cn+1 \ {0}
π

��
S2n+1/∼

ĩ

// CP n

*4Sn/∼を Sn/{±1}と表すことがある．この表記は，位相空間X と位相群Gに対し，GのX への群作用の軌
道空間をX/Gと表すことに由来する．
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1.2.4 多様体でない例
例 1.2.18. Rの閉部分空間 [0,1]は位相多様体でない．

例 1.2.19. R2の部分空間 (R× {0})∪ ({0} ×R) = {(x, y) ∈ R2 | xy = 0}は位相多様体でない．

定義 1.2.20 (閉円板). a ∈ Rn, r ∈ R>0とする．Rnの部分集合

D
n
(a, r) := {x ∈ Rn | ‖x− a‖ ≤ r}

を中心 a,半径 rの n次元閉円板 (closed disk)という．Dn
:= D

n
(0, 1)とする．

例 1.2.21. 閉円板D
n
(a, r)は位相多様体でない*5．

例 1.2.22. (R,O)を通常の位相空間，0′ /∈ R, X := R t {0′}とする．

O ∪ {(a, 0) ∪ {0′} ∪ (0, b) | a < 0 < b, a, b ∈ R}

を開基とする位相をXに定める．このとき，XはHausdorff空間でないが，局所Euclid空間で
ある．また，Xは第 2可算公理を満たす．Xを 2つの原点を持つ直線 (line with two origins)と
いう．

1.3 多様体の構成
目標. 既知の多様体から新たな多様体を構成する．すなわち，多様体は無数に存在する．

1.3.1 多様体の構成
命題 1.3.1. r, s ∈ N0 ∪ {∞}が 0 ≤ s ≤ r ≤ ∞を満たすとき，任意のCr級多様体はCs級多様
体である．

命題 1.3.2. (M,S), (N, T )をn次元Cr級多様体とする．M∩N = ∅であるとき，(MtN,StT )

は n次元Cr級多様体である．

命題 1.3.3 (開部分多様体). (M,S), S := {(Uλ, φλ)}λ∈Λを Cr級多様体，W をM の開部分集
合とする．このとき，

S|W := {(Uλ ∩W,φλ|Uλ∩W )}λ∈Λ

とすると，(W,S|W )はCr級多様体である．(W,S|W )をMの開部分多様体 (open submanifold)

という．

例 1.3.4. Rn \ {0}, (0, 1)nはRnの開部分多様体である．

定義 1.3.5 (開円板). a ∈ Rn, r ∈ R>0とする．Rnの部分集合

Dn(a, r) := {x ∈ Rn | ‖x− a‖ < r}

を中心 a,半径 rの n次元開円板 (open disk)という．Dn := Dn(0, 1)とする．

例 1.3.6. 開円板Dn(a, r)はRnの開部分多様体である．
*5第 7章で扱う，境界付き多様体である．
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命題 1.3.7 (積多様体). (Mm,S), S := {(Uλ, φλ)}λ∈Λをm次元 Cr 級多様体，(Nn, T ), T :=

{(Vµ, ψµ)}µ∈Mを n次元Cr級多様体とする．このとき，

S × T := {(Uλ × Vµ, φλ × ψµ)}(λ,µ)∈Λ×M,

φλ × ψµ : Uλ × Vµ → φλ(Uλ)× ψµ(Vµ), (φλ × ψµ)(p, q) := (φλ(p), ψµ(q))

とすると，(M × N,S × T )は (m + n)次元 Cr級多様体である．(M × N,S × T )をM とN

の積多様体 (product manifold)という．
系 1.3.8. i = 1, . . . , nに対し，mi ∈ N, (Mi,Si), Si := {(Uλi

, φλi
)}λi∈Λi

をmi次元Cr級多様体
とする．このとき，

S1 × · · · × Sn := {(Uλ1 × · · · × Uλn , φλ1 × · · · × φλn)}(λ1,...,λn)∈Λ1×···×Λn

とすると，(M1 × · · · ×Mn,S1 × · · · × Sn)は (m1 + · · ·+mn)次元Cr級多様体である．
例 1.3.9 (超円柱). Snを n次元球面とする．このとき，

In := Sn × R

は (n+ 1)次元C∞級多様体である．Inを超円柱 (hypercylinder)という．

1.3.2 n次元トーラス
例 1.3.10 (n次元トーラス). n ∈ N, S1を 1次元球面とする．このとき，

Tn := S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸
n

は n次元C∞級多様体である．Tnを n次元トーラス (torus)という．
例 1.3.11. R, r ∈ R>0, R > r > 0とする．このとき，

T 2 = {(x, y, z) ∈ R3 | (
√
x2 + y2 −R)2 + z2 = r2}.

これを回転トーラス (torus of revolution)といい，xz平面上の中心が (R, 0)，半径 rの円を z軸
の周りに 1回転させて得られる．
例 1.3.12. Rn上の同値関係∼を次で定める: x,y ∈ Rnに対し，

x ∼ y
def.⇐⇒ x− y ∈ Zn.

商集合Rn/Zn := Rn/∼を平坦トーラス (flat torus)という．
例 1.3.13. S1 ⊂ R2に注意すると，

T2 = {(x, y, z, w) ∈ R4 | x2 + y2 = z2 + w2 = 1}

と表せる．また，この T2を原点中心に 1√
2
倍縮小した S3の部分集合として

T2
cl =

{
(x, y, z, w) ∈ S3

∣∣∣∣x2 + y2 = z2 + w2 =
1

2

}
と表せる．これらをCliffordトーラス (Clifford torus)という．注意 1.2.8より，S3をC2の部
分集合とみなすと，Cliffordトーラスは S3，すなわちC2の部分集合とみなせる．
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1.3.3 有限次元ベクトル空間
命題 1.3.14 (誘導位相). (X,OX)を位相空間，Y を集合，写像 f : Y → X とする．Y の部分
集合族

Of := {f−1(U) ⊂ Y | U ∈ OX}

とすると，(Y,Of )は位相空間になる．Of を Y の f による誘導位相 (induced topology)という．
また，f が Y に誘導位相を与えるとき，f は連続である．

命題 1.3.15. V,W をR上の有限次元ベクトル空間とする．このとき，次は同値:

(1) V ∼= W.

(2) dim V = dimW.

命題 1.3.16. V をR上の有限次元ベクトル空間，n := dimV とする．命題 1.3.15より線形同型
写像 f : V → Rnが存在し，この f による Y の誘導位相をOf とする．このとき，(V, {(V, f)})
は n次元C∞級多様体である．また，誘導位相Of は f，すなわち基底の取り方によらない．

注意 1.3.17. 以降，R上の有限次元ベクトル空間は命題 1.3.16の位相により多様体であると
する．

例 1.3.18. 複素数体CnはR上の 2n次元ベクトル空間であるから，2n次元C∞級多様体である．

例 1.3.19. dimCM = nのとき，dimM = 2nである．特に，dimCn = dimQn = dimCP n = 2n

である．

例 1.3.20. m行 n列の実行列全体の集合M(m × n,R)はR上のmn次元ベクトル空間である
から，mn次元C∞級多様体である．また，m行 n列の複素行列全体の集合M(m× n,C)はR
上の 2mn次元ベクトル空間であるから，2mn次元C∞級多様体である．

注意 1.3.21. 以降，n次正方行列全体をM(n,R) :=M(n× n,R)，M(n,C) :=M(n× n,C)と
表す．

1.4 第2可算公理と多様体
目標. 参考書や個人の流儀として，多様体の定義に第 2可算公理を満たす，という条件を加え
ることもある．このような条件を加える理由としては，多様体論において非常に有用な 2.4節
の 1の分割を適用するためである．1の分割を適用できる多様体 (または位相空間)は「パラコ
ンパクト空間」でなければならない．そのため，1.4.3に述べるような病的な多様体を除外する
必要がある．位相空間のパラコンパクト性の判定は容易ではないが，多様体上では同値になる
性質がいくつか存在し，その中でも判定が容易であるのが第 2可算公理である．

(X,O)を位相空間，(M,S)を n次元Cr級多様体とする．
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1.4.1 位相空間の諸性質
まずは次節の議論に必要な位相空間の諸性質を述べる．

定義 1.4.1 (被覆). Xの部分集合族 {Uλ}λ∈Λ ⊂ 2X が

X =
⋃
λ∈Λ

Uλ

を満たすとき，{Uλ}λ∈ΛをXの被覆 (covering)という．また，部分集合A ⊂ Xに対し，
{Uλ}λ∈Λ ⊂ 2X が

A ⊂
⋃
λ∈Λ

Uλ

を満たすとき，{Uλ}λ∈ΛをAの被覆という．

定義 1.4.2 (開被覆). {Uλ}λ∈ΛをX(または部分集合A ⊂ X)の被覆とする．任意の λ ∈ Λに対
し，Uλ ∈ Oとなるとき，{Uλ}λ∈ΛをX(またはA)の開被覆 (open covering)という．

定義 1.4.3 (部分被覆). UをX(または部分集合A ⊂ X)の被覆とする．部分集合V ⊂ UがX(ま
たはA)の被覆であるとき，Vを U の部分被覆 (subcovering)という．

定義 1.4.4 (有限). Xの部分集合族 {Uλ}λ∈Λ ⊂ 2X が#Λ < ∞を満たすとき，{Uλ}λ∈Λは有限
(finite)であるという．

定義 1.4.5 (コンパクト). Xの任意の開被覆に対して，有限部分被覆が存在するとき，Xはコ
ンパクト (compact)であるという．部分集合A ⊂ Xについて，Xの部分空間Aがコンパクト
であるとき，Aはコンパクトであるという．

命題 1.4.6. コンパクト空間の閉部分集合はコンパクト空間である．

命題 1.4.7. コンパクト空間の積空間はコンパクト空間である．

命題 1.4.8. Hausdorff空間のコンパクト部分集合は閉集合である．

例 1.4.9. Sn,RP n,Tnはコンパクト空間である．

定義 1.4.10 (細分). U ,VをXの被覆とする．任意の V ∈ Vに対して，あるU ∈ Uが存在して
V ⊂ U となるとき，Vは U の細分 (refinement)である（または Vが U を細分する）という．

定義 1.4.11 (局所有限). {Uλ}λ∈ΛをX の被覆とする．x ∈ X に対し，xのある開近傍 V が存
在し，

#{λ ∈ Λ | V ∩ Uλ 6= ∅} <∞

を満たすとき，{Uλ}λ∈Λは xで局所有限 (locally finite)であるという．任意の x ∈ Xに対して
U が xで局所有限であるとき，{Uλ}λ∈Λは局所有限であるという．

定義 1.4.12 (パラコンパクト). X の任意の開被覆 U に対して，U の局所有限な細分となる開
被覆 Vが存在するとき，Xはパラコンパクト (paracompact)であるという．

定義 1.4.13 (相対コンパクト). U ∈ Oに対し，閉包 U がコンパクトであるとき，U は相対コ
ンパクト (relative compact)であるという．
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定義 1.4.14 (局所コンパクト). 任意の x ∈ X に対して相対コンパクトな開近傍が存在すると
き，Xは局所コンパクト (locally compact)であるという．

定義 1.4.15 (σコンパクト). {Uλ}λ∈ΛをXの被覆とする．任意の λ ∈ Λに対して，Uλがコン
パクトかつ#Λ ≤ ℵ0を満たすとき，Xは σコンパクト (σ compact)であるという．

定義 1.4.16 (第 2可算公理). Xの高々可算個の開集合からなる開基が存在するとき，第 2可算
公理 (second axiom of countability)を満たすという．

命題 1.4.17. U をX の被覆とする．任意の U ∈ U が第 2可算公理を満たすならば，X は第 2

可算公理を満たす．

命題 1.4.18. 第 2可算公理を満たす位相空間の部分空間は第 2可算公理を満たす．

命題 1.4.19. 第 2可算公理を満たす位相空間の積空間は第 2可算公理を満たす．

例 1.4.20. Rnは第 2可算公理を満たす．

定義 1.4.21 (Lindelöf空間). Xの任意の開被覆に対して，高々可算な部分被覆が存在すると
き，XはLindelöf空間 (Lindelöf space)であるという．

定義 1.4.22 (連結). あるU, V ∈ Oが存在し，U 6= ∅, V 6= ∅, U ∩ V = ∅, U ∪ V = Xを満たす
とき，Xは非連結 (disconnected)であるという．Xが非連結でないとき，Xは連結 (connected)

であるという．部分集合A ⊂ Xについて，Xの部分空間Aが連結であるとき，Aは連結部分
空間 (connected subspace)であるという．

例 1.4.23 (連結成分). X上の同値関係∼を次で定める: x, y ∈ Xに対し，

x ∼ y
def.⇐⇒あるXの連結部分空間Aが存在してx, y ∈ A.

商集合X/∼の同値類をXの連結成分 (connected component)という．

命題 1.4.24. 次は同値:

(1) Xは連結である．

(2) 部分集合A ⊂ Xが開集合かつ閉集合ならば，A = XまたはA = ∅．

1.4.2 第 2可算公理と多様体
本節は [7]を大いに参考し，重要な命題を述べる．目標はパラコンパクト空間である．

命題 1.4.25. コンパクト空間はパラコンパクト空間である．

命題 1.4.26. パラコンパクト空間の閉集合はパラコンパクト空間である．

命題 1.4.27. パラコンパクト空間の直和空間はパラコンパクト空間である．特に，離散空間は
パラコンパクト空間である．

命題 1.4.28. 局所コンパクトHausdorff空間である Lindelöf空間はパラコンパクト空間である

命題 1.4.29. 第 2可算公理を満たす位相空間は Lindelöf空間である．
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系 1.4.30. 第 2可算公理を満たす局所コンパクトHausdorff空間はパラコンパクト空間である．

命題 1.4.31. 第 2可算公理を満たす局所コンパクト空間は σコンパクトである．

命題 1.4.32. 局所コンパクト Hausdorff空間かつ σ コンパクト空間はパラコンパクト空間で
ある．

命題 1.4.33. コンパクト空間は σコンパクト空間である．

命題 1.4.34. σコンパクト空間は Lindelöf空間である．

命題 1.4.35. 多様体は局所コンパクト空間である．

命題 1.4.36. 多様体M の各連結成分は開集合かつ閉集合である．したがって，M の各連結成
分は多様体であり，M はそれらの直和空間である．

まとめると，次のようになる．

第 2可算公理

局コ,Haus

��

局コ,Haus

''

// Lindelöf

局コ,Haus

��
σコンパクト

77

局コ,Haus
//パラコンパクト

コンパクト

OO 77

次が最も重要である．

命題 1.4.37. M を連結な多様体とする．このとき，次は同値:

(1) M はパラコンパクトである．

(2) M は第二可算公理を満たす．

(3) M は σコンパクトである．

(4) M は Lindelöf空間である．

系 1.4.38. M を多様体とする．このとき，次は同値:

(1) M はパラコンパクトである．

(2) M の各連結成分は第二可算公理を満たす．

(3) M の各連結成分は σコンパクトである．

(4) M の各連結成分は Lindelöf空間である．
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1.4.3 1次元多様体の分類
本節は [8]を大いに参考する．第 2可算公理を満たさない例を挙げるついでに，1次元多様体の
分類に関する事実を紹介する．

命題 1.4.39. 第 2可算公理を満たす任意の連結 1次元多様体は，S1,Rのいずれかと同相である．

定義 1.4.40 (順序位相). (X,≤)を全順序集合とする。Xに形式的に最大元+∞と最小元−∞
を付け加えた全順序集合X∗ := X ∪ {±∞}に対し，a, b ∈ X∗, a < bについて

(a, b) := {x ∈ X∗ | a < x < b}

と定義する．このとき，(a, b)はXの部分集合である．

{(a, b) | a < b, a, b ∈ X∗}

を開基とするXの位相O≤を，Xの順序位相 (order topology)という．

定義 1.4.41 (閉じた長い半直線). ω1を最小の非可算順序数，[0, 1) ⊂ Rとする．L≥0 := ω1×[0, 1)

上に，辞書式順序≤L，すなわち (α, s), (β, t) ∈ L≥0に対し

(α, s) ≤L (β, t)
def.⇐⇒ α < β または (α = β かつ s ≤ t)

を定める．全順序集合 (L≥0,≤L)を閉じた長い半直線 (closed long ray)という．

定義 1.4.42 (開いた長い半直線). 閉じた長い半直線 (L≥0,≤L)の部分集合

L+ := L≥0 \ {(0, 0)}

に (L≥0,≤L) からの相対位相を入れた部分空間を開いた長い半直線 (open long ray) または
Alexandroff直線 (Alexandroff line)という．

定義 1.4.43 (長い直線). 閉じた長い半直線をL≥0，開いた長い半直線をL+とする．L := L+tL≥0

に次の順序<を入れる: x, y ∈ L, x 6= yに対し，

x < y
def.⇐⇒


x ∈ L+ かつ y ∈ L≥0

y < x (x, y ∈ L+)

x < y (x, y ∈ L≥0).

(L, <)は全順序集合であり，(L, <)に順序位相を入れた空間を長い直線 (long line)という．

命題 1.4.44. L+,Lは，第 2可算公理を満たさない連結 1次元多様体である．

命題 1.4.45. 任意の連結 1次元多様体は，S1,R,L+,Lのいずれかと同相である．
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2 Cs級写像
2.1 Cs級写像
2.2 Cs級関数
2.3 Cr級微分構造
2.4 1の分割
2.5 Lie群

3 接ベクトル空間
3.1 接ベクトル空間
3.2 Cr級写像の微分
3.3 接ベクトル束
3.4 Cr級写像の性質

4 はめ込みと埋め込み
4.1 はめ込みと埋め込み
4.2 正則点と臨界点
4.3 埋め込み定理
4.4 Sardの定理

5 ベクトル場
5.1 ベクトル場
5.2 積分曲線

6 微分形式
6.1 1次微分形式
6.2 k次微分形式

7 Stokesの定理
7.1 外微分
7.2 Stokesの定理
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多様体論に重要な定義や命題を厳選して列挙する．詳細は各分野の参考書を見よ．(未完成)

A 基礎数学から
定義 A.0.1. Xを集合とする．集合族 {A | A ⊂ X}をXの冪集合 (power set)といい，
2X , P(X), P(X)と表す．

B 位相空間論から
定義 B.0.1. Xを集合とする．部分集合族O ⊂ 2Xが次を満たすとき，OをXの位相 (topology)，
対 (X,O)を位相空間 (topological space)，Oの元を開集合 (open set)という:Λを添字集合として
(1) ∅, X ∈ O.

(2) U1, U2 ∈ Oならば U1 ∩ U2 ∈ O.

(3) {Uλ}λ∈Λ ⊂ Oならば
⋃
λ∈Λ

Uλ ∈ O.

命題 B.0.2. (X,O)を位相空間とする．部分集合A ⊂ Xについて

OA := {O ∩ A | O ∈ O}

とすると，(A,OA)は位相空間になる．OA を X における Aの相対位相 (relative topology)，
(A,OA)をXの部分空間 (subspace)という．
定義 B.0.3. (X,OX), (Y,OY )を位相空間とする．写像 f : X → Y が V ∈ OY ならば f−1(V ) ∈
OX を満たすとき，X から Y への連続写像 (continuous map)という．連続写像 f : X → Y が
全単射で f−1も連続写像であるとき，f はXから Y への同相写像 (homeomorphism)という．
定義 B.0.4. (X,O)を位相空間とする．部分集合A ⊂ XとA ⊂ W を満たす部分集合W ⊂ X

に対し，A ⊂ U ⊂ W を満たす U ∈ O が存在するとき，W を Aの近傍 (neighborhood)と
いう．A = {x}のとき，W を点 x ∈ X の近傍という．W ∈ O のとき，W を開近傍 (open

neighborhood)という．
定義 B.0.5. (X,O)を位相空間とする．任意の異なる 2点 x, y ∈ Xに対し, xの近傍 U と yの
近傍 V でU ∩ V = ∅となるものが存在するとき，XをHausdorff空間 (Hausdorff space)であ
るという．
命題 B.0.6. Hausdorff空間の部分空間はHausdorff空間である．
命題 B.0.7. Rnを数ベクトル空間とする．Rn上の距離 d : Rn × Rn → Rを

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) :=
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2

で定める．このとき，

Od := {U ⊂ Rn | ∀x ∈ U, ∃ε > 0 s.t. {y ∈ Rn | d(x, y) < ε} ⊂ U}

とすると，(Rn,Od)は位相空間になる．距離空間 (Rn, d)をEuclid空間 (Euclidean space)とい
う．以降，Euclid空間にはこの位相が定義されているものとする．
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定義 B.0.8. (X,O)を位相空間とする．部分集合B ⊂ Oが任意のU ∈ Oに対してU =
⋃

λ∈Λ Uλ

を満たす {Uλ}λ∈Λ ⊂ Bとなるものが存在するとき，BをOの開基 (open base)であるという．

命題 B.0.9. (X,OX), (Y,OY )を位相空間とする．このとき，{U × V | U ∈ OX , V ∈ OY }を
開基とする直積集合 X × Y における位相 OX×Y が一意に定まる．OX×Y を X × Y の積位相
(product topology)，(X × Y,OX×Y )をXと Y の積空間 (product space)という．

命題 B.0.10. Hausdorff空間の積空間はHausdorff空間である．

命題 B.0.11. (X,O)を位相空間，∼をX上の同値関係とする．写像π : X → X/∼をπ(x) := [x]

で定める．このとき，
OX/∼ := {U ⊂ X/∼ | π−1(U) ∈ O}

とすると，(X/∼,OX/∼)は位相空間になる．OX/∼をXの商位相 (quotient topology)，
(X/∼,OX/∼)をXの商空間 (quotient space)，πを標準的な射影 (canonical projection)という．

C 代数学から
D 解析学から
定義 D.0.1. r ∈ N0とする．U ⊂ Rn上の関数 f : U → RがCr級関数 (function of class Cr)で
あるとは，r階までのすべての偏導関数が存在し連続であることをいう．U 上のCr級関数全体
の集合をCr(U)と表す．

C∞(U) :=
∞⋂
r=1

Cr(U)

としたとき，C∞(U)の元をC∞級関数という．

定義 D.0.2. r ∈ N0，開集合 U, V ⊂ Rn とする．写像 f : U → V が Cr 級微分同相写像
(diffeomorphism of class Cr)であるとは，f が全単射かつCr写像であり，f−1 : V → U がCr

写像であることをいう．
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