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Def 1. (上极限和下极限)
∀{An}∞n=1，上极限是

lim sup
n→∞

An =
∞∩

n=1

∞∪
k=n

Ak

下极限是

lim inf
n→∞

An =
∞∪

n=1

∞∩
k=n

Ak

举例

A1 = {1, a}

A2 = {0, b}

A3 = {1, b}

A4 = {0, b}

· · ·

在这个例子中，上极限
∩∞

n=1

∪∞
k=n Ak 取为 {0, 1, b}，因为 {a} 仅仅在 {A1}

中存在。因此，上极限可以理解为在 ** 无穷个 {Aj} 中存在的元素的集合
**。

{An} 的上极限与单纯地对 {An} 取交集区别：单纯取交集，可能得到
空集，因为不是都存在元素在每个集合中都存在，上极限只需要其中元素在

无穷个集合中存在即可。于是，有定义：

lim sup
n→∞

An = {ω|ω属于无穷多个An}
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下极限
∪∞

n=1

∩∞
k=n Ak，此例中，n = 1 时为空集；n ≥ 2 时是 {b}。因

此，下极限是 {b}。下极限中没有 {0, 1}，因为 {0, 1} 虽然存在于无穷多个
集合中，但是同时也不存在于无穷多个集合中。下极限的元素，** 只在有
限个集合中不存在 **。也说明了，下极限的元素一定是存在于无穷多的集
合中，因此下极限的元素一定存在于上极限中，有定义：

lim inf
n→∞

An = {ω|ω至多不属于有限个An}

并且

lim inf
n→∞

An ⊂ lim sup
n→∞

An

Lemma 1(Borel-Cantelli 引理)
若

∑∞
n=1 P (An) < ∞, 则有

P (lim sup
n→∞

An) = 0

若 {An} 间相互独立, 则
∑∞

n=1 P (An) = ∞ 成立的充要条件为

P

(
lim sup
n→∞

An

)
= 1

Note
这个引理在概率论的直观解释就是抛无限次硬币，出现无限次正面朝上

的概率为 1，出现有限次反面朝上的概率为 0。
从测度论也很好理解：如果一系列独立事件发生的概率和小于无穷，那

么这些事件中 **无穷多次发生的事件的概率测度 **必为 0，否则这无限多
个集合每个测度都不小于 ϵ，加在一起就无穷大了；反之如果一系列独立事

件发生的概率和趋向无穷，那么这些事件中 ** 无穷多件发生的概率为 1**。
记号：An, i.o. (i.o. mean:infinitely often) 表示集合序列的 {An} 的上

极限。


